
Задача 1.1. При каком наименьшем натуральном 𝑛 выполняется неравенство

sin ⁡((𝑛2 + 5𝑛)∘) ⋅ cos ⁡((𝑛2 + 5𝑛)∘) < 0?

Ответ: 8.
Решение. Неравенство выполнено тогда и только тогда, когда sin((𝑛2+5𝑛)∘)и cos((𝑛2+5𝑛)∘)имеют
разные знаки, то есть когда

90 + 360𝑘 < 𝑛2 + 5𝑛 < 180 + 360𝑘

или
270 + 360𝑘 < 𝑛2 + 5𝑛 < 360 + 360𝑘

при некотором целом 𝑘. При монотонном увеличении 𝑛 от 1 до бесконечности значение выраже-
ния 𝑛2 + 5𝑛 монотонно увеличивается от 6 до бесконечности. Так как 0 < 72 + 5 ⋅ 7 = 84 < 90 и
90 < 82 + 5 ⋅ 8 = 104 < 180, искомое минимальное натуральное 𝑛 равно 8.

Вариант 1.2. При каком наименьшем натуральном 𝑛 выполняется неравенство

sin ⁡((𝑛2 + 3𝑛)∘) ⋅ cos ⁡((𝑛2 + 3𝑛)∘) < 0?

Ответ: 9.

Вариант 1.3. При каком наименьшем натуральном 𝑛 выполняется неравенство

sin ⁡((𝑛2 + 7𝑛)∘) ⋅ cos ⁡((𝑛2 + 7𝑛)∘) < 0?

Ответ: 7.

Вариант 1.4. При каком наименьшем натуральном 𝑛 выполняется неравенство

sin ⁡((𝑛2 + 11𝑛)∘) ⋅ cos ⁡((𝑛2 + 11𝑛)∘) < 0?

Ответ: 6.

Задача 2.1. Последовательность задана условиями

𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

1 + 3𝑎𝑛
для всех натуральных 𝑛.

Найдите 𝑎100.

Ответ: 1/298

Решение. Докажем по индукции, что 𝑎𝑛 =
1

3𝑛 − 2 . База для 𝑛 = 1 верна. Пусть 𝑎𝑘 =
1

3𝑘 − 2 . Тогда

𝑎𝑘+1 =
𝑎𝑘

1 + 3𝑎𝑘
=

1
3𝑘 − 2

1 + 3
3𝑘 − 2

= 1
3𝑘 − 2 + 3 = 1

3(𝑘 + 1) − 2
, — переход доказан. Тогда 𝑎100 = 1/(3 ⋅

100 − 2) = 1/298.
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Вариант 2.2. Последовательность задана условиями

𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

1 + 3𝑎𝑛
для всех натуральных 𝑛.

Найдите 𝑎200.

Ответ: 1/598

Вариант 2.3. Последовательность задана условиями

𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

1 + 3𝑎𝑛
для всех натуральных 𝑛.

Найдите 𝑎250.

Ответ: 1/748

Вариант 2.4. Последовательность задана условиями

𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

1 + 3𝑎𝑛
для всех натуральных 𝑛.

Найдите 𝑎150.

Ответ: 1/448

Задача 3.1. Пять различных натуральных чисел имеют среднее арифметическое 15, а их ме-
диана равна 18. Найдите наибольшее возможное значение наибольшего из этих пяти чисел.

Ответ: 35

Решение. Пусть в нашем наборе числа 𝑎 < 𝑏 < 18 < 𝑐 < 𝑑. Т.к. их среднее арифметическое 15, то
сумма равна 15⋅5 = 75. Также 𝑎 ⩾ 1, 𝑏 ⩾ 2, 𝑐 ⩾ 19. Тогда 𝑑 = 75−𝑎−𝑏−18−𝑐 ⩽ 75−1−2−18−19 = 35.
Набор чисел {1; 2; 18; 19; 35} даёт нужный пример.

Вариант 3.2. Пять различных натуральных чисел имеют среднее арифметическое 20, а их ме-
диана равна 23. Найдите наибольшее возможное значение наибольшего из этих пяти чисел.

Ответ: 50

Вариант 3.3. Пять различных натуральных чисел имеют среднее арифметическое 17, а их ме-
диана равна 20. Найдите наибольшее возможное значение наибольшего из этих пяти чисел.

Ответ: 41

Вариант 3.4. Пять различных натуральных чисел имеют среднее арифметическое 22, а их ме-
диана равна 25. Найдите наибольшее возможное значение наибольшего из этих пяти чисел.

Ответ: 56



Задача 4.1. Основание 𝐴𝐵𝐶𝐷 четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 — квадрат со стороной 4,
а 𝑆𝐶 = 2— её высота. Точка 𝑃 лежит на прямой 𝐴𝑆. Найдите наименьшее возможное значение
площади треугольника 𝐵𝐷𝑃.

Ответ: 8/3

Решение. Пусть 𝑂—центр квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷. Т.к. 𝑆𝐶— высота пирамиды, то ∠𝑆𝐶𝐵 = ∠𝑆𝐶𝐷 = 90∘,
поэтому△𝑆𝐶𝐵 = △𝑆𝐶𝐷 по двум сторонам и углу между ними. Тогда 𝑆𝐵 = 𝑆𝐷. Теперь треуголь-
ники 𝑆𝐵𝐴 и 𝑆𝐷𝐴 равны по трём сторонам, поэтому ∠𝐵𝑆𝐴 = ∠𝐷𝑆𝐴. Наконец,△𝑆𝐵𝑃 = △𝑆𝐷𝑃 по
двум сторонам и углу, поэтому 𝐵𝑃 = 𝐷𝑃. Т.к. треугольник 𝐵𝑃𝐷— равнобедренный, то его меди-
ана 𝑃𝑂 является также и высотой, поэтому площадь 𝑆𝐵𝑃𝐷 = 1

2
𝑃𝑂 ⋅ 𝐵𝐷 принимает наименьшее

значение, когда 𝑃𝑂 принимает наименьшее значение, т.е. 𝑃𝑂— расстояние от 𝑂 до 𝐴𝑆.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑆

𝑂

𝑃
𝑆𝐶 = 2

К решению задачи 4.1

Значит, 𝑃— основание перпедикуляра, опущенного из 𝑂 на 𝐴𝑆. Тогда треугольники 𝑂𝑃𝐴 и 𝑆𝐶𝐴

подобны по двум углам, и 𝑂𝑃
𝑆𝐶 = 𝑂𝐴

𝑆𝐴 , 𝑃𝑂 = 𝑆𝐶 ⋅ 𝑂𝐴
𝑆𝐴 . Сделаем расчёты: 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵√2 = 4√2,

𝑆𝐴 = √𝑆𝐶2 + 𝐴𝐶2 = 6, 𝑂𝐴 = 1
2𝐵𝐷 = 2√2. Итак, наименьшая площадь 𝑆𝐵𝐷𝑃 = 1

2
𝑃𝑂 ⋅ 𝐵𝐷 =

𝑆𝐶 ⋅ 𝑂𝐴 ⋅ 𝐵𝐷
2𝑆𝐴 = 2 ⋅ 2√2 ⋅ 4√2

2 ⋅ 6 = 8
3 .

Вариант 4.2. Основание𝐴𝐵𝐶𝐷 четырёхугольнойпирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷—квадрат со стороной 10,
а 𝑆𝐶 = 5— её высота. Точка 𝑃 лежит на прямой 𝐴𝑆. Найдите наименьшее возможное значение
площади треугольника 𝐵𝐷𝑃.

Ответ: 50/3

Вариант 4.3. Основание 𝐴𝐵𝐶𝐷 четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷—квадрат со стороной 2,
а 𝑆𝐶 = 1— её высота. Точка 𝑃 лежит на прямой 𝐴𝑆. Найдите наименьшее возможное значение
площади треугольника 𝐵𝐷𝑃.

Ответ: 2/3



Вариант 4.4. Основание 𝐴𝐵𝐶𝐷 четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷—квадрат со стороной 8,
а 𝑆𝐶 = 4— её высота. Точка 𝑃 лежит на прямой 𝐴𝑆. Найдите наименьшее возможное значение
площади треугольника 𝐵𝐷𝑃.

Ответ: 32/3
Задача 5

Для каких натуральных значений 𝑚 уравнение 𝑥2 − (𝑚 + 5)𝑥 + 3𝑚 = 0 имеет два
различных натуральных корня?

Ответ: 𝑚 = 2,𝑚 = 6

Решение. Пусть натуральные корни уравнения — 𝑎 и 𝑏. По теореме Виета

𝑎 + 𝑏 = 𝑚 + 5, 𝑎𝑏 = 3𝑚.

Умножим первое равенство на 3 и воспользуемся вторым:

3𝑎 + 3𝑏 = 3𝑚 + 15 = 𝑎𝑏 + 15.

Отсюда
(𝑎 − 3)(𝑏 − 3) = 𝑎𝑏 − 3𝑎 − 3𝑏 + 9 = −6.

Так как𝑎и 𝑏—натуральныечисла, обамножителянеменьше−2. Ихпроизведение отрицательно,
поэтому один множитель отрицателен, а другой положителен. Считая, что 𝑎 ⩽ 𝑏, получаем два
варианта:

𝑎 − 3 = −2, 𝑏 − 3 = 3, или 𝑎 − 3 = −1, 𝑏 − 3 = 6.

Значит, корни могут быть только (𝑎, 𝑏) = (1, 6) или (𝑎, 𝑏) = (2, 9).

Для пары (1, 6) сумма корней равна 7, поэтому𝑚+ 5 = 7 и𝑚 = 2. Для пары (2, 9) сумма равна 11,
поэтому𝑚+ 5 = 11 и𝑚 = 6.

Оба значения подходят.
Вариант 5.2. Для каких натуральных значений𝑚 уравнение 𝑥2 − (𝑚+ 6)𝑥 + 4𝑚 = 0 имеет два
различных натуральных корня?

Ответ: 𝑚 = 4,𝑚 = 9

Вариант 5.3. Для каких натуральных значений𝑚 уравнение 𝑥2 − (𝑚+ 7)𝑥 + 5𝑚 = 0 имеет два
различных натуральных корня?

Ответ: 𝑚 = 6,𝑚 = 12

Вариант 5.4. Для каких натуральных значений𝑚 уравнение 𝑥2 − (𝑚+ 9)𝑥 + 7𝑚 = 0 имеет два
различных натуральных корня?

Ответ: 𝑚 = 10,𝑚 = 18

Задача 5.1.

Всего 7 баллов. Если не указан один из ответов, то 3 балла. 



Задача 6.1. На доске нарисован клетчатый прямоугольник 2 × 100. Будем считать две клетки
соседними, если они имеют общую сторону. Сколькими способами можно закрасить ровно 99
клеток так, чтобы среди них не было соседних?

Ответ: 396

Решение. В каждом двухклеточном столбике закрашено не более одной клетки. Всего столбиков
100, а клеток закрашено 99, поэтому один столбик пустой, а в остальных ровно по одной закра-
шенной клетке. Если пустой столбик — один из двух крайних, то в оставшемся прямоугольнике
2 × 99 есть два способа закрасить клетки. Действительно, как только мы закрашиваем клетку в
одном из столбиков (верхнюю или нижнюю), в соседних столбиках закрашенная клетка опреде-
ляется однозначно (она должна лежать в другой строке, чтобы не быть соседней с первой), по-
том однозначно определяются закрашенные клетки в столбиках через один и т.д. Если же пу-
стой столбик один из 98 некрайних, то наш прямоугольник разбивается на два меньших вида
2 × 𝑘, каждый из которых снова может быть закрашен двумя способами. Тогда всего способов
2 ⋅ 2 + 98 ⋅ 2 ⋅ 2 = 99 ⋅ 4 = 396.

Вариант 6.2. На доске нарисован клетчатый прямоугольник 2×120. Будем считать две клетки
соседними, если они имеют общую сторону. Сколькими способами можно закрасить ровно 119
клеток так, чтобы среди них не было соседних?

Ответ: 476

Вариант 6.3. На доске нарисован клетчатый прямоугольник 2 × 80. Будем считать две клетки
соседними, если они имеют общую сторону. Сколькими способами можно закрасить ровно 79
клеток так, чтобы среди них не было соседних?

Ответ: 316

Вариант 6.4. На доске нарисован клетчатый прямоугольник 2×140. Будем считать две клетки
соседними, если они имеют общую сторону. Сколькими способами можно закрасить ровно 139
клеток так, чтобы среди них не было соседних?

Ответ: 556

Задача 7.1. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 ∠𝐴𝐵𝐶 = 53∘, ∠𝐵𝐴𝐶 = 66∘. Точка 𝑀 является серединой сто-
роны 𝐵𝐶. Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐵 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝑃.
Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке 𝑄. Найдите
угол 𝐴𝑃𝑄. Ответ выразите в градусах.

Ответ: 61∘

Решение. Если первая окружность касается отрезка 𝐴𝑀 в точке 𝑋 , а вторая — в точке 𝑌 , то𝑀𝑋 =
𝑀𝐵 и𝑀𝑌 = 𝑀𝐶 как равные отрезки касательных, а значит𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 и, точки 𝑋, 𝑌 совпадают.

По теореме о секущей и касательной для первой окружности 𝐴𝑃 ⋅ 𝐴𝐵 = 𝐴𝑋2, а для второй —
𝐴𝑄 ⋅𝐴𝐶 = 𝐴𝑋2, т.е. 𝐴𝑃 ⋅𝐴𝐵 = 𝐴𝑄 ⋅𝐴𝐶, откуда следует, что четырёхугольник 𝑃𝑄𝐶𝐵 вписан. Значит,
∠𝐴𝑃𝑄 = ∠𝑄𝐶𝐵 = 180∘ − ∠𝐴𝐵𝐶 − ∠𝐵𝐴𝐶 = 61∘.



𝐴

𝐵 𝐶𝑀

𝑋

𝑃 𝑄

К решению задачи 7.1

Вариант 7.2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 ∠𝐴𝐵𝐶 = 57∘, ∠𝐵𝐴𝐶 = 65∘. Точка𝑀 является серединой сто-
роны 𝐵𝐶. Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐵 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝑃.
Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке 𝑄. Найдите
угол 𝐴𝑃𝑄. Ответ выразите в градусах.

Ответ: 58∘

Вариант 7.3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 ∠𝐴𝐵𝐶 = 54∘, ∠𝐵𝐴𝐶 = 67∘. Точка𝑀 является серединой сто-
роны 𝐵𝐶. Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐵 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝑃.
Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке 𝑄. Найдите
угол 𝐴𝑃𝑄. Ответ выразите в градусах.

Ответ: 59∘

Вариант 7.4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 ∠𝐴𝐵𝐶 = 55∘, ∠𝐵𝐴𝐶 = 63∘. Точка𝑀 является серединой сто-
роны 𝐵𝐶. Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐵 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐵 в точке 𝑃.
Окружность, касающаяся 𝐵𝐶 в точке 𝐶 и отрезка 𝐴𝑀, пересекает сторону 𝐴𝐶 в точке 𝑄. Найдите
угол 𝐴𝑃𝑄. Ответ выразите в градусах.

Ответ: 62∘

Задача 8.1. Приведённый многочлен четвертой степени 𝑃(𝑥) удовлетворяет условиям 𝑃(2𝑛 +
1) = 8𝑛 + 1 для 𝑛 = 1, 2, 3, 4. Найдите 𝑃(1).

Ответ: 1025

Решение. Заметим, что многочлен 𝑄(𝑥) = (𝑥 − 1)3 + 1 удовлетворяет условию 𝑄(2𝑛 + 1) = 8𝑛 + 1
для любого 𝑛. Тогда в точках 3, 5, 9, 17 многочлен 𝑃(𝑥) − 𝑄(𝑥) принимает значение 0. Значит, эти
числа— его корни, и 𝑃(𝑥)−𝑄(𝑥) имеет вид (𝑥−3)(𝑥−5)(𝑥−9)(𝑥−17)𝑇(𝑥), где 𝑇(𝑥)—некоторый
многочлен. Учитывая, что 𝑃(𝑥) четвёртой степени и приведённый, получаем, что 𝑃(𝑥) − 𝑄(𝑥) =
(𝑥 − 3)(𝑥 − 5)(𝑥 − 9)(𝑥 − 17) и 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 1)3 + 1 + (𝑥 − 3)(𝑥 − 5)(𝑥 − 9)(𝑥 − 17). Тогда 𝑃(1) =
1 + (−2)(−4)(−8)(−16) = 1025.

Вариант 8.2. Приведённыймногочлен четвертой степени 𝑃(𝑥) удовлетворяет условиям 𝑃(2𝑛+
1) = 8𝑛 + 1 для 𝑛 = 0, 2, 3, 4. Найдите 𝑃(1).



Ответ: 513

Вариант 8.3. Приведённыймногочлен четвертой степени 𝑃(𝑥) удовлетворяет условиям 𝑃(2𝑛+
1) = 8𝑛 + 1 для 𝑛 = 0, 1, 2, 4. Найдите 𝑃(1).

Ответ: 129

Вариант 8.4. Приведённыймногочлен четвертой степени 𝑃(𝑥) удовлетворяет условиям 𝑃(2𝑛+
1) = 8𝑛 + 1 для 𝑛 = 0, 1, 2, 5. Найдите 𝑃(1).

Ответ: 257


