
Задания 18 ЕГЭ 2016 - образцы вариантов с решениями 

~ Найдите все значения а , при каждом из которых система уравнений 

!
ху2-3ху-3у+9 - О, 

..f x+3 
у=ах 

имеет ровно два различных решения. 

Решение. 

Запишем первое уравнение в виде 

( у- З)(ху-3) - О 
Jx +3 - . 

При х s; - 3 левая часть не имеет смысла. 

При х > -3 уравнение задаl!т прямую у= 3 

и гиперболу y=l (см. рисунок). 
х 

При каждом значении а уравнение у= ах задаёт 

прямую с угловым коэффициентом а, 
проходящую через начало координат. 

х 

При х > - 3 такая прямая пересекает прямую у= 3 при а< - 1 и а> О, 
3 

пересекает правую ветвь гиперболы у= - при а> О, пересекает левую ветвь 
х 

гиперболы у=~ при а > t. При этом прямая у= ах проходит через точку 
пересечении примой у= 3 и гиперболы у= l прн а= 3. 

х 

Число решений исходной системы равно числу точек пересечения 

прямой у= 3 и гиперболы у = l с прямой у= ах при условии х > -3 . 
х 

Таким образом, исходная система имеет ровно два решения при 

1 0<as; 3 ; а=3. 

Содержание критерия 

Обоснованно nолvчен верный ответ 

С помощью верного рассуждения получено множество значений а, 

отличающееся от искомого только включением/исключением 

1 
точек а = О и/или а= 3 

с помощью верного рассуждения получен промежуток ( o;t] 
множества значений а, возможно, с включением/исключением 
rоаничных точек 

Задача верно сведена к исследованию взаимного расположения 
гиперболы и прямых (аналитически или графически) 

или 
получен неверный ответ из-за вычислительной ошибки, но при этом 
верно выполнены все шаги Решения 

Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных 
выше 

Максимальный балл 

c:::!!J Найдите все значения а, 11ри каждом и:.t которых ур(11111с11ис 
~х4-х2+а2. =х2+х-а 

имеет ровно три ра·Jличных корю~. 

Баллы 

4 

3 

2 

1 

о 

4 



Решение. 

Исходное уравнение равносиш.но уравнению 
2 

4 2 2 ( 2 )2 
х -х +а = х +х-а 

нри у1:новии х +х-а;::о. 

4 2 2 ( 2 )2 Решим ур<~в11снис х -х +а = х +х-а : 

4 2 2 4 з( )2 2 х -х +и =х +2х + 1-2а х -2ах+а ; 

3 ) 2 х +(1-а х - ах=О; x(x+l)(x-a)=O, 

откуд<t х=О, х=-1 ини х=а. 

Исходное урuвнение имеет три корня , коt'Д<t эти чис11<t различны 

и для кuждо1·0 из них выполнено условие х 2 + х - а;:: О. 
Рассмотрим условия совnuдения корней. При а= О и а= -1 уравнение 

имеет не более двух различных корней. При остальных зн<iчениях а числа О, 

-1, а рёiЗЛИЧНЫ. 

При х=О получаем: 

Это выражение неотрицательно при а~ О. 

При х = -1 1·10лучаем: 

х2 +х-а=-а. 

Это вырuжение неотрицате11ьно r1ри а~ О. 

При х =а 11011учаем: х2 + х-а =а2 ;:: О при всех значениях а. 
Таким образом, исходное уравнение имеет ровно три различных корня при 

а<-1; -\ <а<О. 

Ответ: а < -1 ; -1 < а < О . 

1----------l'_11)._._..\Cl~ЖUl lHC КРИТСРЮI 
Обос1юванно ПOJIY~!.C.'! _неr111 !1.~ . отнет .. " ... ' ·-··- - --­
с 110МОЩЫО вср1 ю1·0 рuс1:уж;11:11нн 11ш1у 1 1с1ю МIЮЖС4.:'ГIЮ 311UЧCllИR а, 

OTJIИЧ<llOЩCCC)I ОТ ИCKllM\11'\I ИKJЩ)tfCl lИCM TOJll1KO ОДНОЙ ТОЧКИ а= 0 
или а=-1 

С помощью 11ср1ю1·0 р11сеужJ1с11ин 1ю11у•1е11 11ромсжуток ( -оо; О] 

множества зн1:1•1 с11иR а 

bШIJIЫ 

4 ·-··-

3 

2 
-. . . ".. . . .... _" .. . "" . · ---·----------т-----1 

4 2 2 ( 2 )
2 

Получены корни урu1111с11и11 х -х +а = х + х-а : х=О, х=-1, 
х =а; и зада•1u верно евс;1снu к исс11с;1овu11ию 110J1ученных корней 

при условии х2+х-а>О (х 2 +х -и~О) 1 

или 
получен неверныR o·rucт И'J-эu вычис11итс11ы1ой ошибки, но 11ри этом 

верно выполнены осе 111ш·и рс111с11ия 

Решение не соо·rвстствуст 11и 0;111ому ю критериев, 11сречисJ1с11ных 

Максимильпый балл 4 

['!!] Найдите все значения а , при каждом из которых уравнение 
2х-а=~4х-а 

имеет единственный корень. 



Решение. 
Исходное уравнение имеет единственный корень тогда я только тогда, 

когда уравнение t - а = ~ t 2 
- а имеет единственный положительный 

корень. 

При t <а левая частъ полученного уравнения отрицательная, 

а правая неотрицательная, по-этому полученное уравнение не имеет 

корней, менъших а . 
При t ;::: а получаем: 

t2 -2at+a2
=t

2-a; 2at =а 2+а. 

При а =О любое положительное значение t является корнем уравнения. 

При а* О получаем едиш.-твеmrый хорею.: t = 0 ; 
1

. Для этого корня 
ДОЛЖllЫ ВЫПОЛНЯТЬСЯ УСЛОВИЯ (;:::а И t > 0. 

а + 1 
У словне -

2
- ;::: а выполняется при а s; 1 . 

a+l 
У слов не -

2
- >О выполняется при а > -1 . 

Таким образом, исходное уравнение имеет единственный корень при 

-l<a<O; O<as;l . 

Ответ: - 1 < а < О ; О < а :;;; 1 . 

Содержание коитерия 

Обоснованно полvчен веоный ответ 

С помощью верного рассуждения 110лучено множество значений а, 

отличающееся от искомого только включением/исключением 
точек а =-1и/илиа=1 

с помощью верного рассуждения получен промежуток (-1; 1) 

множества значений а возможно с включением rраничяых точек 

Задача верно сведена к исследованию линейного уравнения 

с параметром относительно новой переменной 

И1Пi 
получен неверный ответ из-за вычислительной ошибки, но при 'ЭТОМ 
верно выполнены все шаги решения 

Решение пе соответствует ни одному из критериев, перечисленных 

выше 

Макс~щалr.ный балл 

Баллы 

4 

3 

2 

1 

о 

4 

[Ю Найдите все значения а, при каждом из которых система уравt1е11иЯ 

{х(х
2+ y 2- y-2)=1xl(y-2), 

у=х+а 

имеет ровно три различных решения. 



Решение. 

Изобразим на координатной плоскости множество 

точек, координаты которых удовлетворяют первому 

уравнению системы. 

Рассмотрим три случая. 

1) Если х > О, то получаем уравнение 

х(х2 + у2-у-2)=х(у-2); 

х2 + у2-2у=О; х2+(у- 1)2=1 . 
Полученное уравнение задаёт окружность с центром 

в точке Q( О; 1) и радиусом 1. 

2) Если х =О, то координаты любой точки прямой х =О удовлетворяют 
уравнению. 

3) Если х <О, то получаем уравнение 

х(х2 + у2-у-2)=х(2-у); х2 + у2 - 4=0 ; х2 + /=4. 

Полученное уравнение задаёт окружность с центром в точке О( О; О) 

и радиусом 2. 

Таким образом, в первом случае получаем дугу ro1 окружности х
2 +(у-1)2=1 

с концам и в точках О и А (О; 2), во втором - прямую l, задаваемую 

уравнением х =О, в третьем - дугу 00 2 окружности х
2 + у2= 4 с концами 

в точках А и В (О; - 2) (см. рисунок). 
Рассмотрим второе уравнение системы. При каждом значении а оно задаёт 

прямую т, параллельную прямой у= х или совпадающую с ней. 

Прямые т проходят через точки В, О и А при а= - 2, а =О и а= 2 
соответственно. 

При а= 1-Ji и а= 2J2 прямые т касаются дуг ro1 и ro 2 соответственно. 
Таким образом, прямuя т 11сресскt1с·1· 11рммую l при любом значении а, 

имеет одну общую точку с J()' l 'HЙ ю 1 11ри а= 1-Ji и О< а S 2, имеет 
две общие точки с ду1·01:\ (t> 1 11ри 1-.../2 <а S О, . имеет одну общую точку 

с дугой w2 при -2 S а< 2 и а"" 2.../2, имеет Jt11c общие точки с дугой ro 2 

при 2Sa<2J2 . 
Число решений исход1101:\ сис-1·смы pnrmo •1иСJ1у точек 11ересечения прямой l 
и дуг ro1 и ro 2 с 11рямоf.1 т. Токим обрu~ом, исходная система имеет ровно 

три решения при 

a=l-.Ji.;OSa<2;2<a<2J2. 
Ответ: а= 1-.Ji.; OSa < 2 ; 2 <а< 2.Ji.. 

Содержа1·1ие КDитеrщя Баллы 

Обоснованно полvчен оеоный ответ 4 
С помощью верного рассужде11ин получено множество зна•1енаi! а, 

отличающееся ОТ искомого только включением/исключением 3 
точек а= 2 и/или а = О 
С помощью верного рассуждения получен один из промежутков 

множества значений а: (О; 2) или ( 2; 2.Ji.); возможно, с включе- 2 

нием граничных то•rек 

Задача верно сведена к исследованию взаимного расположения дуг 

окружностей и прямых (авалитически или графически) 

или 1 
получен неверный ответ из-за вычислительной ошибки, но при этом 

верно выполнены все шаги решения 

Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных 

выше 
о 

Максимальный балл 4 



[:!!:] Найдите все значения а, при каждом из которых система уравнений 

{х(х
2+ /+ у-х-2) =lxl(x 2+ i-у + х), 

у=а(х+2) 

имеет ровно три различных решения. 

Решение. 
Изобразим на координатной плоскости мно­

жество точек, координаты коrорых удовлет­

воряют первому уравиеиюо системъ1. 

Рассмотрим три случая. 

1) Если х >О, то получаем уравнение 

х(х2 + )' 2+ у-х-2)=х(х2 + у2 - у +х); 
2у-2х-2=0; y=x+I. 

Полученное уравнение задаёт прямую у = х + 1 . 

2) Если х=О, то координаты любой точки 
прямой х =О удовлетворяют уравнению. 

З) Если х <О, то получаем уравнение 

у 

х 

х(х2 + /+ у-х-2)=х(у-х- х2 -у2 
); 2х 2+ 2/-2=0; х2+ /=1. 

Полученное уравнение задабт окружность с центром в точке О( О; О) 

и радиусом 1. 
Таким образом, в первом случае мы nолучаеы луч 1· с началом 

в точке А( О; 1), во втором - прямую 1, задаваемую уравнением х =О, 

втре-rъем -дугу w окружности х2+/=1 с концами в точках А и В(О;-1) 
(см. рисунок). 

Рассмотрим второе уравнени\: системы. При каждом значении а оно задаёт 

прямую т , которая проходит через точку ( -2; О) и угловой коэффИЩ1ент 

которой равен а . 
1 1 

Прямые т проходят через точ1еи В и А при а= -2 и а = 2 соответственно . 

J3 J3 
При а = -3 и а = -

3
- прямые т касаются дуги оо. 

Таким образом, пряма.я т пересекает прямую / при любом 'Значении а, 
1 

пересекает луч r при 2 s а < 1, имеет одну общую точку с дугой w 

J3 1 1 J3 
при а = -3, - 2 <а < 2 и а = З, имеет две общие точки с дутой w 

J3 1 1 J3 
при - 3 <as-2 и 2Sa<3· 
Число peшemm исходной системы равно числу точек пересечения прямой 1, 
луча r и дуги оо с прямой т . Таким образом, исходная система имеет ровно 

три решения при 

J3 1 J3 
--<а<--· а =-

3 2' 3 . 

J3 1 J3 
Ответ: -3<а<- 2 ; а=3. 

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно полvчен верный ответ 4 
С помощъю верного рассуждения получено множество значений а, 

1 
отличающееся от искомого только включением точки а = - 2 з 

( J3 1' С nомоиu.ю верного рассуждения получен 11ромежуrок - 3 ; - 2) 
2 

множества значений а, возможно, с включением rоаничных точек 

Задача верно сведена к исследованию взаимного расположения дути 

окружности, луча и прямых (аналитически или графически) 
или 1 
получен неверный ответ из-за вычислительной ошибки, но при этом 
верно въmолнены все шаrи решения 

Решение не соответствует ни одному ю критериев, перечисленных 
о 

выше 

Максимальный балл 4 



[!!] Найдите все значения а , при каждом из которых уравнение 
Гх+~2а-х=а 

имеет ровно два различНЪJх корпя. 

Решение. 
Левая часть исходного уравнеп:ия неотрицательна при любом значении х , 

поэтому при а < О корней нет. 
Пусть а <::О , rогда исходное уравнение nри.нимает вид: 

х+2Гх · ~2а-х+2а-х=а2; {2~(2а-х)х =а2 - 2а, 
0Sx$2a. 

Левая часть полученного уравнения неотрицательна при любом значении х , 

по-этому при О< а< 2 корней не-r. 

При а = О уравнение 2 J-х 2 =О имеет едиН<:твенный корень х = О . 
При а <:: 2 получаем: 

{4(2а-х)х= а
4 -4а3 

+ 4а2 , {4х2 -8ах+ (а 4 -4а 3 + 4а 2 ) =О, 
0SxS2a; 0Sx S2a. 

Дискрим11наm: квадратного уравнения равен 

64а2 -16(а 4- 4а3 + 4а 2 ) = 64а3 - 16а 4 , 

·тачит, зто ураuненне имеет два корня при О< а < 4 . В этом случае корни 

квадратного уравнения 4х 2 
- Sax + (а 4 

- 4а 3 + 4а 2 ) =О равны 

x,= a(l- ~4а2-а2 ). х2=а(1+ ~4а2-а2) 
и всегда принадлежат отрезку [О; 2а], поскольку 

а2 - 4а +4 <::0; 4а ~а2 S 1; ~..-4-а-2--а-2 S 1. 

Таким образом, исходное уравнение имеет ровно два ра3личных корня при 

2Sa<4. 
Отве-г: 2 S а < 4 . 

Содеожаtrие кnитеоия Баллы 
Обоснованно получен верный ответ 4 
С помощью верного рассужцеп:ия получено множество значений а, 

отличающееся от искомого только включением/исключением з 
точек а = 4 и/или а = 2 

Доказано, что корни уравнения 
2 ( 4 3 2) 4х - Sax + а -4а +4а = О 2 

удовлетворяют условию О S х S 2а 
Задача верно сведена к исследованию корней квадратного уравнения 

2 ( 4 3 2) 4х -Sax+ а -4а +4а = 0 
или 1 

получен неверный отве-т из-"Jа вычислительной ошибки, но при -этом 

верно выполнены все шаги nешения 

Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных 
о 

выше 

Максимальный балл 4 

0 Найдите все значения а, при каждом из которых систсм11 урn1шс11иИ 

{(х-3)(у+3х - 9)=1х - 3\3 , 
у=х+а 

имеет ровно четыре различных решения. 



Решение. 

Изобразим на координатной плоскости множество точек, координuты 

которых удовJJетворяют первому уравнению системы. 

Рассмотрим три случсtЯ. у 

1) Если х > 3, то получаем уравнение 

(х-3 )(у+ 3х -9) = (х - 3)(х 2 -6х +9); 
2 

у=х -9x+ IH. 
Полученное уравнение задаёт параболу х 

2 
у=х -9х+18. 

2) Если х = 3, то координаты любой точки 

прямой х = 3 удовлетворяют уравнению. 

3) Если х < 3, то получаем уравнение 

(х-3 )(у +3х -9) = (3-х )(х2 -6х+ 9); у = -х2 
+ 3х. 

2 
l10J1ученное уравнение зада!!т параболу у =-х + 3х. 

2 
Таким образом, в первом случае мы получаем дугу w1 параболы у=х -9х+\8 

с концом в точке А(3;0), во втором - прямую /,задаваемую уравне-
2 

нием х = 3, в третьем - дугу 00 2 параболы у= -х + 3х с концом в точке А 

(см. рисунок). 
Рассмотрим второе уравнение системы. При каждом значении а оно задаёт 

прямую т, параллельную прямой у= х или совпадающую с ней. 

Тuким 11nri11·юм. 11r11м11н т 111.:rесск:н.:т 11рямую / при любом значении а, 

имеет n;111y 11nщую т111 1ку е J\)' 1·ой 11J 1 11ри а=-7 и а>-3, имес:т 

;щс 11n11111c т11•1кн ~· ;1y1·oll 1111 11rи -7<aS - 3, имеет ою1у общую точку 

с J1y1·of.I 111 J 1 1 ри 11 с: · · .l 14 11=1. имеет )(НС общие точки с ду1·ой w2 

11p11 - JS11< I . 
Чист~ рс1щ:11н l·I исх1щ1111И с11стем1,1 rш11ю •rис;1у то•rск 11срссечения 11рямой / 
и J\)'I" 1111 и 111 2 с 11рнм11fl 111. Тшсим об1жюм. исхою1ш1 система имеет ровно 

че·1·1 . 1 рс (1ClllCllИN 11(1И 

-7<а<-3; -3<a<I. 
Ответ: - 7 < а < - 3 ; - 3 < а < 1 . 

- ·---
__ -~.". ·- . - ·· ··-SOJ(CPЖUllИC КDИТеDИЯ Баллы 

Обос1юнш1110 1ю;1vчс11 11cm1t.1\.I отвс-r 4 
С 110мощ~.ю вср 1 101-о рuссуж;1с1·1ю1 1юлучено множество значений а, 

3 
от;1ичuющссс.н от искомо1·0 только включением точки а= - 3 
С номощыо верного рассуж;~свия 11олучен один из промежуткое 

множе<..-теа значений а: (-7; - 3) или (-3;1); возможно, с вклю- 2 
чением граничных точек 

3<1,цача верно сведена к исследованию взаимного расположения дуг 

парабол и прямых (аналитически или графически) 

или 1 
получен неверный ответ из-за вычислительной ошибки, но при этом 
веоно выполнены все шаги решения 

Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных 

выше 
о 

Макси.мальньtй бшщ 4 

Ш Найдите 11се значения а, при каждом из которых сИL'Тема уравнений 

{(х/-ху-6у+ б)J у+2 =О, 
у=ах 

имеет ровно три различных реwения. 



Решение. 
Запишем первое уравнение в виде 

(y-1)(xy-6)J.v+2 = О. 
При у < - 2 левая часть уравнения не имеет 

смысла. 

При у ;;!; - 2 уравнение задаёт прямые у = - 2 , 

6 v = 1 и гиперболу у=- (см. рисунок). . х 

y=I 

х 
·=-2 

При каждом значении а уравнение у = ах задаёт прямую т с уfllовым 

козффицнекrом а, проходящую через начало координат. 

Прямые т проходят через точхи пересечения прямых у= -2, у = 1 

6 1 2 
и rиперболы у =-; при а = б и а =з-. 

При у ~ - 2 прямые т пересекают прямую у = - 2 при любом ненулевом 
зна•1ении а , прямую у= 1 при J1юбом ненулевом значении а, пересекают 

6 
правую ветвь гиперболы у= - при а >О, пересекают левую ветвь гипер­

.х 

болы v =-°- при О< а ~1. . х з 

Число решений исходной системы равно числу точек пересечения 

прямых у = - 2 , у = 1 и nшерболы у =.О. с прямой т при условии у ;;!; - 2 . 
х 

Таким образом, исходная система имеет ровно три решения при 
1 2 

а=б ; а~з" 

Содержание критерия Баллы 

Обоснованно полvчен веоный ответ 4 
С помощью верного рассуждения получено множество значений а, 

2 
отличающееся от искомого только исключением точки а = 3 3 

С помощью верного рассуждения получен промежуток (t;+oo) 2 
множества значений а возможно, с включением граничной точки 

Задача верно сведена к исследованию взаимного расположения 
пmерболы и прямых (аналитически или графически) 

или 1 
получен неверный ответ из-за вычислитеJlЬной ошибки, но при зтом 

веоно выполнены все шаги оешения 

Решение не соответствует ни одному из критериев, перечислениых 

выше 
о 

Макси.мальный балл 4 


