
Эедания 14 ЕГЭ 2016 - образцы вариантов с решениями 

СЕ:] В правильной чt:'rырёхугольноtй призме 
основания АВ равна 6, а боковое ребро АА 1 
A1D1 и C1D1 отмечены точки М, N и 

AM=A1N=C1K=l. 

ABCDA1B1C1D1 сторона 

равно 4JЗ. На рёбрах АВ, 
К соответственно, причём 

а) Пусть L - точка пересечения плоскости МNК с ребром ВС. Докажите, 

что MNKL - квадрат. 
б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью 1\4NK . 

Решение. 

а) Плоскость AfNK пересекаt:'I' плоскости 

оснований ABCD и A1B1C,D1 по парал- W~:::::::::z!J::::=::f::~4;.::1 
лелы1ым прямым, знач11т, прямые NK 
и МL параллельны и CL = 1 . 
Вычислим стороны и диагонали четырёх­
угольника MNKL: 

NK = ML = J,_м_в_2_+_В_L_2 = 5.[2. 

LK = MN = J МА 2+AA/+A1N 2 =5.J2, 

MK=J(MB - KC1 ) 2+ВС 2+СС12 =J~(-BL _ __ N_A_1 )_2_+_А_В-2+-АА-12 = LN. 

Поэтому МNKL - квадрат. 

б) Пусть W - точка пересечения прямых NK и А 1В 1 • Тогда 

WA 1 =NA 1 =МА, поэтому прямая WM, а значит и плоскость МNК, 

пересекает ребро АА 1 в его середине Е. Аналогично, плоскость МNК 

пересекает ребро СС 1 в его середине F. 

В прямоугольнике AEFC имеем EF =АС= 6./2. Сечение MENKFL состоит 
из двух равных трапециll ENКF и EMLF, причём прямая МN 

перпенд11куляр1ш 11х 00110вuниям . Знuчнт, искомая площадь равна 

2 · МL; EF. м: =55. 

Orвt:'I': б) 55. 
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~ В правильной треугольной призме АВСА 1 8 1С 1 сторот1 ЛU 111.:1111n1шн м f'll"llR 12. 

а боковое ребро АА 1 равно з.Jб. l la рёбрах АВ и /1 1( '1 11тмо•11.11 11,1 ·10111<11 /.; 

и L соответственно. причём ЛК = 2. 8 1L=4. Точкt1 Л1 \'\'l1\'Jlll1111 
ребра А 1С 1. Плоскост1> у параллсл1>11а прямой А r. и со11сrжит Ttl'IKll А: 11 / . . 

а) Докажите, что прямая ВМ перпеняикулярна плоскости у. 

б) Найдите расстояние от точки С до плоскости у. 



ri. 

Решение. 
а) Проведём через точки К и /, прямые . парал- А 1 М ( '1 
лельные АС. Пусть эти прямые пересекают 
рёбра ВС и А 1 В 1 в точках К 1 и L 1 соответст­
венно (рис. 1). Тогда трапеция KL 1/,K 1 является 

сечением исходной призмы плоскостью у. 

Рассмотрим плоскость 88 1 М . Пусть эта 

плоскость пересекает прямые АС , КК 1 и LL 1 

в точках N. Е и F соответствсюю. Чстырёх­
уголы1ик 88 1MN - прямоугот,ник, причём 

881 =ЗJб, 8 1М = !f · А 1 /3 1 = бfЗ. Рис. 18 

Кроме того, NE: ЕВ= АК: КВ= 1 :5, 8 1F: FM = 8 1L: LC1= 1 :2, откулu 

MF = 4f3, NE = f3. Пусть FP - высота трапеции EFB
1 
В (рис. 2), то11~а 

EP~~F-~E~'/} · ~М~ . 1: 81 
Поскольку tgLBEF=- ='12 =--1 = tgLМВB 1 

ЕР 88 1 ' 

LBEF=LMBB 1 =90°-LMBE, 

то есть прямые EF и ВМ перпендикулярны. Рис. 2 
Прямая КК 1 параллельна прямой АС, которая перпендикуляр11а r~лос­

кости 88 1 М. Значит, прямые КК 1 и EF перпендикулярны прямой ЯМ. 

поэтому прямая ВМ перпендикулярна плоскости у. 

б) Поскольку прямая АС параллельна плоскости у . расстояние от точки С 

до плоскости у равно расстоянию от точки N до прямой EF. Опустим 
из точки N перпендикуляр NJI 1 1а прямую Ef-. Тогда 

Nll = NE ·sinLNEll = NE·sinLяи:=J3. Jз =J2. 

Ответ: б) J2. 
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1. МаксимШlьный балл 2 

СЕ] В правильной четырёхуrольной призме ABCDA1B1C1D1 сторона АВ 
основания равна 8, а боковое ребро АА 1 равно 4.fi. . На рёбрах ВС 
и C 1D 1 отмечены точкн К и L соответственно, причём BK=C 1L=2. 
Плоскость у параллельна прямой BD и содержнт точки К и L . 
а) Докажите, что прямая А 1С перпендикулярна плоскости у. 
б) Найдите расстояние от точки В цо плоскости у. 



Решение. 
а) Проведём через точки К я L пря~fые, парал­
лельные BD . Пустъ эти прямые пересекают 
рё6ра CD 11 В 1С 1 в точках К 1 и L 1 
соответственно (рис. 1). Тогда трапеция КL 1LK 1 
является сечением исходной призмы плос­
костью у. Рассмотрим плоскость АСС 1. Пусть 
эта плоскость пересекает прямые КК 1 я LL 1 
в точках Е и F соответственно . Чстырёх­
уголъник АА 1С 1С - прямоугольник, 11р11чём 

АЛ 1 =4.J2, AC=8.J2 . 
Рис. 1 

. . АС _2ВС _8 А 1 С1 _2D1C1 _ _ г.:: _ г.:: 
Кроме "Iого, ЕС- KC - J ' FCi -----zс.--8,откудаЕС -Зv2,С 1 F-v2. 

Пусть FP -высота трапеции EFC 1 С (рис. 2), тогда ЕР= ЕС-С 1F = 2.J2. 

FP АС A~FC1 Поскольку tgLCEF= ЕР=2= С1С 1
1 =tgL41CC1, Е 

LCEF =LA1CC1 =90° -LA1CA, 
А N Н РС 

то есть прямые EF и А 1С перпендикулярны. · Рис. 2 
Прямая КК 1 параллельна прямой BD, которая перпендикулярна плос­
кости АА1С . Значит, прямые КК1 и EF перпендикулярны прямой А 1С, 
поэтому пряыая А 1С перпендикулярна плоскости у . 

6) Пусть N - точка пересечения АС и BD . Поскольку прямая BD 
параллельна плоскости у, расстояние от точки В до плоскости у равно 

расстоянию от точки N до прямой EF. Опустим из точки N 11ерпенди­
куляр NH на пряыую EF . Тогда 

NH =NE ·sinLNEH=( А2С -EC)·sinLCEF=.J2 · Fs = 
2~. 

2JIO 
Ответ: 6) -
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В правильной четырёхуrольной пирамиде SABCD сторона АВ ос1ющ111ин 

равна 2Гз, а высота SH пирамиды равна 3. Точки М и N - серсди11111 
рёбер CD и АВ соответственно, а NT - высота пирамиды с вершино!! N 
и основанием SCD. 
а) Докажите, что точка Т является серединой отрезка SM. 
6) Найдите расстояние между прямыми NT и SC. 



ri. 

Решение. 

а) Поскольку nирамида SABCD nравильная, точки Т 
и Н лежат в nлоскости SNM , nерnендикулярной 
nлоскости АВС (рис. \). 

АН=~ =.J6, AS=Jsн 2+AH 2 
=m, 

MN=AD=2.J3, SM=SN=Jsл 2-AN 2 = 2Гз. 
Значит, треугольник SNM равносторонний, а NT -
его высота. Следовательно, Т - середина SM . 

s 

в 
Рис. 1 

s б) Пусть Е - основание nерnендикуляра, оnущенного 
из точки Т на nрямую SC (рис. 2). Прямые NT и ТЕ 

nерnендикулярны, так как NT - высота nирамиды NSCD. 
Поскольку отрезок ТЕ nерnендикулярен как nрямой SC, 
так и nрямой NT, его длина и есть искомое расстояние. 

Прямоугольные треугольники SET и SMC nодобны, следова- & 
ЕТ ST ST ·CM SM ·CD J15 

тельно, МС= SC, откуда ЕТ = SC 48С =-5-. 
D М С 

Рис. 2 

J15 
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~ В прямоугольном: nараллелепиr~еде AВCDA1B 1C 1D 1 известны длины рёбер: 
АВ = 4 , ВС = 3, АА 1 =2. Точки Р и Q - середины рёбер .4 18 1 и СС1 
соответсrвенно. Плоскость APQ пересекает ребро В 1С 1 в точке И. 

а) Докажите, что BiU :UC1 =2: 1. 
б) Найдите площадь сечения параллелепипеда AВCDA 1 B 1C 1D 1 
плоскостью APQ . 



Решение. 

а) Пусть прямые АР и ВВ 1 пересекаются 

в точке Х (см. рисунок). Тогда точка И -
точка пересечеrrия прямых XQ и В 1С 1 • 

Треугольники АХВ и Р ХВ 1 подобны, ОТk)'да 

XBi =PB i =.!.· В1Х=ВВ1 =2 
ХВ АВ 2' . 

Треугольники B 1XU и C 1QU подобны, откуда 

В1И В1Х 
ер= CiQ =2; BiU = 2C1U. 

Значит, B1U:UC 1 =2 :1 . 

х 

б) Пусть У - точка пересечения прямых QX и ВС , а V - точка 

пересечения прямых CD и АУ . Тогда пятиугольник APUQV - сечение, 

площадь которого надо найти . 

Треугольники С 1UQ и CYQ равны, откуда СУ= С ~И= 1. 

VC СУ l АВ 
Треуrольн11кн АУВ и VYC подобны, откуда АВ = ВУ =4; VC =4 =1. 
Четырёхуrольник APUY - равнобедренная ·~:рапецня, в которой 

AP=PU=UY=2.fi. , AY= 4.fi.. 

Все стороlfЫ треугольнюса QYV равны J2. 
Высота трапеции АРИУ равна ~~А-Р-2 -- ( -A_Y_;_P_U_)_

2 
= .J6, а её площадь 

2 J2 + 4.fi. г, г:; .[j 
равна 

2 
· v 6 = бv 3 . Площадь треугольника QYV равна Т. 

Значит, искомая площадь равна бJ3 -1= 11{3. 
Отвег б) ll J3 . 2 . 
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CJIJ В основании прямой треугольной призмы АВСА 18 1С 1 лежит прямоугольный 
1реуrольннк АВС с прямым углом е, АС=4 , ВС=\6, АА 1 =W. 
Точка Q - середина ребра А 1В 1 , а точка Р делит ребро в 1е 1 
в отношении l: 2, считая от вершины С 1. Плоскость APQ пересекает 

ребро се 1 8 точке м . 
а) Докажите, ЧТО точка М ЯВЛЯС"IСЯ серединой ребра Се 1 . 

6) Найдите расстояние от точки А 1 до плоскости А PQ. 



Решение. 
а) Пусть R - точка пересечеmsя прямых PQ 

11 А 1С 1, а К - середина В 1С 1 (см. рисунок). Тогда 
точка М - точка пересечеНИJJ прямых AR и СС1 • 

А1 
Треуrолън11ки PKQ и РС 1R подобны, откуда ,..C:..---'-~~-----+,.,R 

С 1 R = С 1 р = 2 · С R = 2KQ = А С = 4 KQ КР , L 1 1 . 

Отре1ок С 1М - средняя линия треугольника AA1R , 

посколы<у А 1С 1 =C1R и прямые АА 1 и СС1 парал-

лельны . Значит, А 

C iM = А 1 А = С1С 
2 2 . 

ТО есть М - середина СС 1 • 

б) Расстояние от точки А 1 до плоскости APQ равно высоте J1 пира­

миды А 1 AQR , опущенной из вершины А 1 • 

С одной стороны, объём пирамиды А 1 А QR равен 

.!. . В 1С1 S - .!..В1С 1 • .!. АА AR- 128.fi. 
3 2 .·l.iiR - 3 2 2 1 1 - 3 . 

С цруrой стороны, объём nирамидъ1 А 1AQR равен ~ h S AQH . Значит, 

h = 128.fi. 
S AQR 

0 

В треуrо!fьнике AQR находим стороны: 

AQ = QR = IO, AR = 4.f6. 

Площадь равнобедренного треугольника A QR равна 

SAQR =~ AR ~AQ 2 - A~ 2 
= 4.Jli4 . 

Следовательно, 

з2J57 
Оrвет:б)~. 

h = t28.fi. = з2.f57 
4.Jli4 57 
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[:Е) На рёбрах CD и 88 1 куба ABCDA 1B1C 1D1 с ребром 12 отмс•1с11ы точки Р 
и Q соответственно, причём DP = 4, а В 1Q = 3. Плоскость Л PQ 11срссскаст 
ребро се 1 в точке м . 
а) Докажите, что точка м является серединой ребра се 1. 
б) Найдите расстояние от точки С до плоскости А PQ. 



Решение. 

а) Пусть прямые АР и ВС пересекаются С1 Я 1 
в точке R (см. рисунок). Тогда точка М - D1 А 

r---;-~.:,-.:1 - - - 1) точка пересечения прямых QR и СС 1• - \: 

---~-м Треугольники ARB и PRC подобны . ' 1 

RC РС 2 RC 2ВС 24 R""""==---1..1,/·Аr- -
откуда RB = АВ =з; = = · _ _.._: _ 

Треугольники QRB и MRC подобны , D А 

МС RC 2 2 
откуда QB = RB =з; МС=3QВ=б. 

Значит, М - середина СС 1 • 

б) Расстояние от точки С до плоскости APQ равно высоте h 11ира­

миды CPRM, опущенной из вершины С. Объём пирамиды CPRM, 
с одной стороны , равен 

1 1 1 J · RC · S МРС =) · RC · 2 РС · СМ = 192 . 

С другой стороны, объём пирамиды CPRM равен I · h · S Rl'M. Значит, 
h= 3 · 192 . 

S Jll'M 

В треугольнике RPM находим стороны: RP = 8М, RM = бМ, МР = 1 О. 
По теореме косинусов 

MR 2+RP 2- MP 2 12 
cosLMRP= 2MR·PR - ..J170 ' 

откуда siп LMRP = ~ . 
"170 

1 г.;; г.;: 56 г;:;-; 
Площадь треугольника RPM равна S JIPM = -

2
·6"17 · 8'1 1 О · ~ = 24'1 26 . 

Следовательно, h = 3 ·~ 
24 26 

1256 
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~ Вnравильнойтреуrолънойпризме АВСА 1 В 1С 1 сторона АВ основания равна 12, 
а высота призмы равна 2. На рёбрах В 1С 1 и АВ отмечены точки Р и Q 

соответственно, причём РС 1 = 3, а AQ = 4 . Плоскость А 1PQ пересекает 

ребро ВС в то•1ке М . 
а) Докажите, что точка М является серединой ребра ВС. 

б) Найдите расстояние от точки В до плоскости А 1 PQ. 



Решение. 
а) Пусть прямые A1Q и ВВ 1 пересекаются в точке R 

(см . рисунок). Тогда точ.ка М - точка пересечения 
прямых PR и ВС. 
Треугольники A 1B 1R и QBR подобны, откуда 

BR = QB =~· RВ=2ВВ 1 =4 
B

1
R А1В 1 3 ' . 

Треугольники РВ 1R и MBR подобны, откуда 

ВМ BR 2 2 
В,Р = B1R = з; ВМ =зВ,Р=б. 

Значит, М - середина ВС. R 

с 

б) Расстояние от точки В до плоскости А 1 PQ равно высоте h пира­

миды BRQM, опущенной из вершины В. Объём пирамиды BRQM , с одной 
стороны, равен 

t· RВ· SQмв =t· RВ-~BQ·BM -sin60° =J6J3 . 

С другой стороны, объём пирамиды BRQM равен t h S QMR. Значит, 

11 3· 16J3. 
SQМR 

В треугольнике QMR находим стороцы: 

QM = MR =2Jl3, QR = 4J5 . 
Площадь равнобедренного треугольника QМR равна 

S QМR = ~ · QR ~ QM 
2 

- Q~ 2 

= &J\o. 

Следовательно, h = 3 iбJЗ з.JЗо gJlo 5 

зill 
Ответ: б) -
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